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Que formula legal a da soma dos angulos internos de um poligono
convexo
What a cool formula the sum of the interior angles of a convex polygon

Leonardo de Carvalho*

Resumo: Este artigo discute o conceito de poligono convexo sob a perspectiva da
Geometria Euclidiana, com énfase na compreensdo da soma de seus angulos internos.
Parte-se de uma abordagem intuitiva, amplamente utilizada em contextos escolares,
baseada na decomposi¢do de poligonos em tridngulos, para entdo avangar na constru¢ao
algébrica da expressdo S, = (n — 2) - 180°. Por fim, recorre-se ao Principio da Indugdo
Matematica como ferramenta de validagdo formal, evidenciando como um conteudo
elementar pode ser explorado com profundidade conceitual, sem perder seu potencial
didatico.

Palavras-chave: Poligono convexo; Soma dos angulos internos; Geometria Euclidiana;
Decomposicao triangular; Indugdo Matematica.

Abstract: This paper addresses the concept of convex polygons within Euclidean
Geometry, focusing on the interior angle sum. The discussion begins with a geometric
decomposition argument commonly employed in basic education and proceeds to an
algebraic formulation of the expression S, = (n — 2) - 180°. The validity of the formula is
then formally established through the Principle of Mathematical Induction, highlighting
its suitability both for pedagogical applications and for rigorous mathematical reasoning.
Keywords: Convex polygon; Interior angle sum; Euclidean Geometry; Triangular
decomposition; Mathematical Induction.

Introducio

O conceito de poligono convexo e a soma de seus angulos internos € um tema
comum em livros didaticos de todos os niveis, concursos, exames nacionais, € em
olimpiadas de matematica. Presente na BNCC do Ensino Fundamental através das

seguintes habilidades:

EF06MA2S5 (6° Ano): Reconhecer a abertura do angulo como grandeza
associada a figuras geométricas e explorar a soma dos angulos internos
de poligonos.
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EF07MAZ24 (7° Ano): Construir tridngulos, usando régua e compasso,
reconhecer a condi¢do de existéncia do tridngulo quanto & medida dos
lados e verificar que a soma das medidas dos dngulos internos de um
triangulo ¢ 180°.

EF07MA27 (7° Ano): Calcular medidas de angulos internos de
poligonos regulares, sem o uso de formulas, e estabelecer relagdes entre
angulos internos e externos de poligonos, preferencialmente vinculadas
a construcao de mosaicos ¢ de ladrilhamentos.

Sua construcao logica chega ser fascinante e merece ser revisitada, mesmo por
quem ja a conhece. Neste trabalho, definiremos o poligono convexo, apresentaremos uma
tatica inteligente e até empregada em salas de aula para se obter a soma de seus angulos
internos, identificaremos o padrdo geométrico envolvido escrevendo a expressao
algébrica que a define e, por fim, validaremos a formula (expressdo algébrica) através da
inducdo matematica, consolidando a elegancia dessa expressao e concluindo como ¢ legal

explora-la.

O que é um poligono convexo?

Por defini¢do, um poligono ¢ uma figura geométrica plana formada por segmentos
de reta consecutivos e conectados dois a dois. Esses segmentos formam angulos entre si
e, quando o ultimo encontra o primeiro sem que haja cruzamento entre eles (formando
uma linha fechada simples), temos um poligono.

Por exemplo:

Figura 1 - Hex4dgono Nao-Convexo — Poligono

C
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Figura 2 - Hexagono Convexo - Poligono

B C

Nota-se uma diferenca clara entre a Figura 1 e a Figura 2. Para fins didaticos, este
estudo focara nos poligonos do tipo da Figura 2: os convexos.

Essa diferenca se encontra na construgdo das figuras. Um poligono ¢ classificado
como nao-convexo (ou concavo) quando possui pelo menos um angulo interno maior do
que 180°. Outra forma comum de identifica-lo é pelo método existente em livros
didaticos, que consiste no famoso, para nés matematicos, teste da reta: em um poligono
concavo, ¢ possivel tragar uma reta que, sem passar pelos vértices, atravessa o interior do
poligono em mais de um trecho. Visualmente, a reta segue a sequéncia: regido externa,

interna, externa, interna e, finalmente, externa do poligono, observe a figura 3 a seguir:

Figura 3 - reta r cortando poligono nido-convexo
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Diferente, no poligono convexo, qualquer reta que o atravesse passara apenas uma vez
pela sua regido interna, seguindo a sequéncia: regido externa, interna e externa, independente do

sentido ou dire¢@o da reta, como ilustramos na figura 4 a seguir:

Figura 4 - reta s cortando poligono convexo

Assim, estabelecemos a distingao fundamental entre poligonos convexos e ndo-convexos

para finalmente prosseguirmos com nossa analise e obter a formula legal.

Uma tatica inteligente para se obter a soma dos angulos internos de um poligono

Antes de aplicarmos a tatica diretamente, vamos consolidar o conceito de que qualquer
triangulo na Geometria Euclidiana possui uma soma interna de 180°. Demonstraremos isso
geometricamente aplicando o Axioma de Euclides (e as propriedades de retas paralelas): Segundo
Iezzi: "Se duas retas paralelas interceptam uma transversal, entdo os dngulos correspondentes tém
medidas iguais".

Esta prova ¢é valida para qualquer tipo de tridngulo: acutangulo, retdngulo ou obtusangulo,

conforme demonstrado abaixo:
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Figura 5 - Tridngulo acutangulo

Tridngulo acutangulo ABC,

retas paralelas (r//s),

angulos alternos internos:
DCA = CAB =«
ECB=ABC=p

ACB =y

Somando:

CAB+ ABC+ACB=a+f +y =180°

Figura 6 - Tridngulo retangulo

Triadngulo retangulo ABC,

retas paralelas (r//s),

angulos alternos internos:

DCA = CAB = x = 90°
ECB=ABC=p

ACB =y

Somando: CAB + ABC+ ACB=a+f +
y = 180°

Figura 7 - Tridngulo obtusangulo

Tridngulo obtusangulo ABC,

retas paralelas (r//s),

angulos alternos internos:
DCA = CAB = « (obtuso)
ECB=ABC=p

ACB =y

Somando: CAB + ABC + ACB=a + f + —
y = 180° co
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Em todos os trés casos, os angulos internos sdo reposicionados de forma consecutiva
sobre a reta s, formando um angulo raso. Isso prova que a soma dos angulos internos de qualquer
triangulo ¢é sempre 180°.

Por que essa prova ¢ fundamental?

Porque o tridngulo € o poligono com o menor nimero de lados possivel. Como qualquer
poligono convexo (independentemente do numero de lados) pode ser decomposto em tridangulos
vizinhos através de suas diagonais partindo de um mesmo vértice, esta prova fundamenta e
assegura a tatica para calcular a soma dos angulos internos de um poligono qualquer com n lados.
(Sem a formula consolidada ja esta bem legal o estudo, ndo acha?)

Ou seja, ao analisarmos a sequéncia de figuras, percebemos que ¢é possivel decompor cada

poligono em tridngulos, o que nos permite montar uma relagdo curiosa:

Figura 8 - Quadrilatero = 2 triangulos vizinhos

D Quadrilateros convexos quaisquer, sempre
formam dois triangulos a partir de uma
diagonal. Logo, como cada tridngulo tem
180°, dois tridngulos adjacentes formam no

total 360°, entdo concluimos que um

quadrilatero tenha soma interna igual a
360°. Agora guarde:
4 lados = 2 triangulos

S, = 360°
Figura 9 - Pentagono = 3 triangulos vizinhos

H Pentagonos convexos quaisquer, sempre
formam trés triangulos a partir de um

G mesmo vértice. Logo, como cada tridngulo

tem 180°, trés tridngulos adjacentes formam

no total 540°, entdo concluimos que um

pentagono tenha soma interna igual a 540°.

Observe:
5lados = 3 triangulos

Ss = 540°
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Figura 10 - Hexagono = 4 triangulos vizinhos

M , .
N Hexagonos convexos quaisquer, sempre

L formam quatro tridngulos a partir de um
mesmo vértice. Logo, como cada tridngulo
tem 180°, quatro tridngulos adjacentes
formam no total 720°, entdo concluimos que
um pentdgono tenha soma interna igual a

720°. Observe:

6 lados = 4 triangulos

Figura 11 - Poligono de n lados = (n-2) triangulos vizinhos

T

Poligonos convexos quaisquer, sempre
formam (n-2) tridngulos a partir de um
mesmo vértice. Logo, como cada
tridngulo tem 180°, (n-2) tridngulos
adjacentes formam no total de (n —2) -
180°, entdo é logico que um poligono
tenha soma interna igual a S, . Assim,

concluimos:

nlados = (n — 2) tridangulos

Essa observacdo nos permite deduzir ou ao menos desconfiar que a férmula para

a soma dos angulos internos de um poligono convexo seja:

S, =(n—2)-180°

E, ao aplicarmos essa logica aos poligonos mencionados, obtemos os seguintes

resultados:
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Poligono N° de lados Aplicacdo na formula | Soma dos angulos
internos

Tridngulo 3 (3—2)-180° 180°

Quadrilatero 4 (4—2)-180° 360°

Pentagono 5 (5—2)-180° 540°

Hexagono 6 (6 —2)-180° 720°

Poligono de n lados n (n—2)-180° Sn

Isso nos leva a uma questdo fundamental, frequentemente ignorada em
abordagens puramente operacionais: se alimentarmos essa tabela infinitamente, podemos
garantir que a formula continuard sendo vélida...? E uma formula "legal" (correta e
elegante)? Posso intuir e simplesmente dar por encerrada minha investigacdo? A resposta
¢ ndo, afinal, a matematica e a ciéncia merecem uma garantia, o que nos leva para uma
ferramenta muito interessante de formalizacdo: logo utilizaremos a Indugdo Matematica.
Esse método moderno, elegante e pratico, provard que a formula ndo apenas funciona
para os casos que vimos, mas ¢ uma ferramenta robusta, aplicavel a poligonos com

qualquer numero de lados, por maior que seja.

A inducio matematica como consolidacdo da formula

Para iniciar o processo da consolidacao da férmula, citaremos Morgado (p.16) que
afirma “O método da indugdo nao ¢ somente um método de demonstragao: ele ¢ também
um método para construir definigdes”.

A opcdo por apresentar a indugdo matematica apenas apds a construgdo
geométrica ndo ¢ casual, mas reflete uma escolha pedagogica alinhada a pratica em sala
de aula.

Assim, faremos a prova pela constru¢ao da definicao, utilizando os resultados ja
desenvolvidos anteriormente, agora com um método formal e cientificamente aceito, a
fim de consolidar a formula da soma dos angulos internos de um poligono convexo, mas
colocando um pouco de didatica no meio, para explicar o que estd ocorrendo para um

leitor ndo tdo acostumado as ferramentas matematicas.
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Vamos provar que a soma dos angulos internos de um poligono convexo com n >

3 lados é dada pela formula: S,, = (n — 2) - 180°, em que n representa o numero de lados
do poligono.

Caso base: Para n = 3 temos um tridngulo. Logo,

S;=(3-2)-180° < S; =1-180° < S, = 180°

Como a soma dos angulos internos de um tridngulo ¢ 180°, o caso base esta
verificado, e ¢ uma verdade, o que garante nossa progressao para o proximo passo.

Hipoétese de indugdo: Supondo que seja verdade a formula da soma dos angulos
internos de um poligono convexo dada por S,, = (n — 2) - 180°, paran = 3 lados, vamos
para a tese.

Tese: que ¢ o passo indutivo, queremos provar que a féormula ¢é valida para (n +
1) lados. Aqui, para os ndo habituados com a linguagem matematica, ¢ como se
acrescentassemos mais um lado num poligono convexo qualquer, e, se isso for verdade,

entdo sera verdade para qualquer poligono convexo. Substituindo na hipotese de indugao:

#1 Sy =m+1-2)-180°< S,,, = (n—1)-180°

Vamos ilustrar para melhor entender o que estd acontecendo e assim dar um
sentido para esta expressao matematica, cito isso, para ndo confundir com uma nova
féormula, e sim uma expressao que significa que temos um novo poligono com mais lados,
por isso nossa formula esta “diferente”.

Graficamente, ¢ como se tivéssemos feito o seguinte: acrescentar um vértice em
qualquer posicao externa do poligono dado, assim o poligono ganhard mais um lado,

observe as duas figuras a seguir 12 ¢ 13:
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Figura 12 - Poligono de n lados Figura 13 - Poligono de n+1 lados

Para melhor compreensdo, consideremos um poligono convexo de nlados e
acrescentemos um novo vértice em qualquer posi¢ao entre dois vértices consecutivos, por
exemplo, entre os vértices B e C. Dessa forma, o lado BC ¢ substituido pelos lados
BH e HC fazendo com que o poligono passe a ter n + 1 lados.

Observe que essa modificagdao cria o tridngulo BHC, cuja soma dos angulos
internos ¢ 180°. Assim, a soma dos angulos internos do novo poligono pode ser escrita

como:
Sp+1 = Sp +180°
Utilizando a hipotese de inducdo, obtemos:

# S, =m—-2)-180°+180° < S,,, =180° - (n—2+1)
S..1=(n—1)-180°

Perceba que a expressdo encontrada em #2 coincide com a expressao em #l1, O

confirmando a tese.
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Portanto, pelo principio da indu¢ao matematica, concluimos que, para todo n >

3, com n € N1, a soma dos angulos internos de um poligono convexo ¢ dada por:

S, =(mn—-2)-180°. ®

Consideracoes finais

Olhando como um simples leitor curioso, estudante ou mesmo como um professor
experiente, somos naturalmente conduzidos a beleza da 16gica, do método e do raciocinio.
E, por que ndo dizer, como ¢ legal a formula da soma dos angulos internos de um poligono
convexo? E dificil ndo se enamorar por ela. Inimeros problemas sdo criados a partir de
uma formula que muitas das vezes € s6 mais uma das inimeras decoradas, mas por que
nao demonstrar, construir e até inferir uma légica clara quando se trata de um ensino mais
avangado?

Enquanto me aprimorava no IMPA (Instituto de Matematica Pura e Aplicada)
assisti a uma aula do saudoso professor e autor Elon Lages Lima, que falava: “O
estudante merece saber de onde vem a formula de Bhaskara!”, na época, ele demonstrou
de forma brilhante todos os passos da dedugdo da formula. O que para muitos docentes
pareceu absurdo, foi encantador para mim, afinal, ele tinha razdo: ensinar o que esta
pronto e exigir que se decore ndo desenvolve o pensamento critico, apenas privilegia os
que possuem uma boa memoria.

Fica, entdo, o desafio de explorar mais férmulas “legais”. Aprimorar, levar a
construcao, dar um sentido a existéncia de um conhecimento matematico ¢ mais natural
do que simplesmente gravar letras em uma ordem sem significado para um exame.
Sejamos, enquanto educadores, tdo legais e interessantes quanto a formula da soma dos
angulos internos de um poligono convexo. Afinal, enquanto educadores, somos muito

mais do que aquilo que pedimos que nossos alunos decorem.

' N: Conjunto dos Numeros Naturais.
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  D   C ^ A ≅ C   A ^ B =   ∝


  E   C ^ B ≅ A   B ^ C = 𝛽


  E   C ^ B ≅ A   B ^ C = 𝛽


  A   C ^ B = 𝛾


  A   C ^ B = 𝛾


  C   A ^ B + A   B ^ C + A   C ^ B = 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 180 °


  D   C ^ A ≅ C   A ^ B =   ∝   =   90 °


  E   C ^ B ≅ A   B ^ C = 𝛽


  E   C ^ B ≅ A   B ^ C = 𝛽


  A   C ^ B = 𝛾


  C   A ^ B + A   B ^ C + A   C ^ B = 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 180 °


  D   C ^ A ≅ C   A ^ B =   ∝


  E   C ^ B ≅ A   B ^ C = 𝛽


  A   C ^ B = 𝛾


  A   C ^ B = 𝛾


  C   A ^ B + A   B ^ C + A   C ^ B = 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 180 °


  4   l a d o s ⟹ 2   t r i â n g u l o s


    S 4 = 360 °


    S 4 = 360 °


  5   l a d o s   ⇒ 3   t r i â n g u l o s


    S 5 = 540 °


    S 5 = 540 °


  6   l a d o s   ⇒ 4   t r i â n g u l o s


    S 6 = 720 °


    S 6 = 720 °


  ( n − 2 ) ∙ 180 °


    S  n


  n   l a d o s   ⇒ ( n − 2 )   t r i â n g u l o s


    S  n = ( n − 2 ) ∙ 180 °  


    S  n = ( n − 2 ) ∙ 180 °  


    S  n = ( n − 2 ) ∙ 180 °  


  ( 3 − 2 ) ∙ 180 °


  ( 4 − 2 ) ∙ 180 °


  ( 5 − 2 ) ∙ 180 °


  ( 6 − 2 ) ∙ 180 °


  ( n − 2 ) ∙ 180 °


    S  n


  n ≥ 3


    S  n =  ( n − 2 ) ∙ 180 °


  n = 3


    S 3 =  ( 3 − 2 ) ∙ 180 ° ⟺   S 3 = 1 ∙ 180 ° ⟺   S 3 = 180 °


    S  n =  ( n − 2 ) ∙ 180 °


  n ≥ 3


  ( n + 1 )


    S  n + 1 =  ( n + 1 − 2 ) ∙ 180 ° ⟺   S  n + 1 =  ( n − 1 ) ∙ 180 °


  n  


  B


  C


    B C -


    B H -   e     H C -


  n + 1  


  B H C


   180 ∘


    S  n + 1 =   S  n + 180 °


    S  n + 1 =  ( n − 2 ) ∙ 180 ° + 180 ° ⟺   S  n + 1 = 180 ° ∙  ( n − 2 + 1 ) ⟺   S  n + 1 =  ( n − 1 ) ∙ 180 °


  n ≥ 3


  n ∈ ℕ 


  ℕ


    S  n =  ( n − 2 ) ∙ 180 °

